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Resumo

Neste trabalho estudamos a solugdo aproximada da equagdo da onda
acustica pelo método das caracteristicas, a chamada teoria dos raios. En-
contramos a solugdo para um meio com um gradiente da velocidade con-
stante. Tratamos dos casos onde o gradiente é na direcdo vertical e em
uma diregao qualquer. Demonstramos que, nestes casos, os raios podem
ser expressos analiticamente.

1 Introdug ao

Para encontrar solugdes aproximadas da equacdo da onda actstica exis-
tem varios métodos. Um método simples e muito usado é o da Teoria
dos Raios [1], baseado no método das caracteristicas, o qual também foi
abordado neste projeto. Este método tem sido extensivamente usado ao
longo dos tltimos anos em vdrias dreas, mas pricipalmente na sismica
de reflexdo, que consiste num ramo da geofisica que faz uso das on-
das actsticas ou eldsticas produzidas artificialmente por meio de fontes
sismicas a fim de identificar as estruturas geoldgicas que compde o in-
terior do terreno estudado. A pricipal aplicagdo desse método se da
na industria extrativista de petréleo onde hd o interesse em se mapear
grandes estruturas geoldgicas a fim de encontrar reservatérios de hidro-
carbonetos.

4 Equag Oes iconal e do transporte

1. Equacédo Iconal

1
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Esta equacdo é responsavel por descrever a cinemadtica da onda, isto é, a
posicao da frente de onda ao longo do tempo.

IV (@)|* = (6)

2. Equacgdo de Recorréncia

V2A,_1 +2VT - VA, = —A V3 %)

Com esta equagdo podemos determinar os coeficientes Aj,.

Para a determinacdo destas equagdes utilizamos os conceitos desen-
volvidos na teoria dos raios. Por isso, a candidata é uma solugéo de alta
frequéncia e suas incégnitas sdo determindas pelas equacdes 6, 8 e 7.

3. Equacdo de Transporte
Supondo que a solugdo pode ser aproximada pelo termo inicial da série
infinita, a equacdo de recorréncia se reduz a

2V (T) - VAo(F) + V27 (2) Ag(F) = 0 8)

Esta equacdo determina a dindmica da onda, isto é, sua amplitude.

2 A Egquac ao da onda

Uma equagdo diferencial que aparece frequentemente na fisica e na
matematica aplicada é a equacao da onda actstica. Esta equagao aparece
quase inevitavelmente em qualquer andlise matemdtica dos fenémenos
de propagagdo de ondas num meio actstico.

A equacao da onda actstica na sua forma tridimensional é a seguinte:
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onde V = (9/0z,0/0y,0/0z) e V? = 9%/02 + 0/0y* + 0%/02% é o
operador diferencial chamado Laplaciano.

Vu =0, 1)

3 Candidata a Solug ao da Equa¢ @o da Onda

Com a finalidade de encontrar uma solugdo para a equagdo da onda,
aplicamos a metodologia da transformada de Fourier. Ou seja, apli-
camos a transformada de Fourier em ambos os lados da equacido da
onda. Resolvemos a EDO obtida no dominio da frequéncia. E retor-
namos aplicando a transformada inversa para o dominio do tempo ob-
tendo a seguinte solu¢do para a equagédo da onda,

w(a,t) = f(t —x/c) + g(t +z/c), @)

onde f e g sdo fungdes arbitrarias definidas pela assinatura da fonte.

A partir da solugdo acima e observando a forma das ondas plana e
esférica podemos postular uma candidata a solu¢do aproximada da
equacdo da onda. As equagdes da onda plana e esférica no dominio da
frequencia podem ser escritas como:

U(dw) = Flw)etmo, 3
UEw) = LF@)er, @

onde r é a varidvel radial e onde F(w) é a transformada de Fourier de

f@).

Podemos entdo postular como candidata a solugdo a seguinte expressdo:

U w) =Y Fw)(Eiw)F Ay (&)t @), (5)
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onde A, é amplitude da onda e 7 é o tempo de transito.

Substituindo a candidata a solugdo na equagdo de onda e efetuando al-
guns célculos algébricos, obtemos trés equagdes muito importantes para
o desenvolvimento do nosso projeto.

4 Resoluc do da equac ao iconal com a velocidade
variando linearmente em fun¢g ao da profundidade

Tomamos o plano zy paralelo ao solo e z definindo a profundidade. Te-
remos entdo:

v(@) =v+Cz 9)

onde vy e C sdo constantes arbitrdrias. Logo a equacdo a ser tratada foi:

- 1
= 2 2 2
FERVT) = mam = ey =0 (0
1
.2 2, .2 _
= p 4qg+r 7(1}0 woRE 0 1)

O sistema de EDO’s decorrente da aplicacdo do método das carac-
teristicas para este caso tem as seguintes equagoes:

dx (Ly dz
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do b do @ do " (12)
dp dq dr 2C

Bl B 1
do do 0 do (vo + Cz)%’ 13
dr _ 9 2, o 2

o = 2p* +q¢° +1r°) = o F O (14)

Resolvendo esse sistema, conseguimos encontrar as seguintes expressoes

Y = 2900 + Yo, (15)

onde o vetor (po, qo, 7o define a diregdo inicial do raio.
Além disso,

T = 2po0o + o,

r(0) = V/(vo + C2(0)) 2 + K, (16)

0) = & {\/ ke IEIKQ)P - vo} : 7

Por fim, encontramos a seguinte expressdo para o tempo de transito 7 da
onda:

1 1+ Ki(vg+Cz)2 -1
7(z) = Yel In \/% . + T, (18)
onde
Ky = —(p§ + 43) (19
e
Ky = V1= (1§ + 4)(vo + C)? 20)

2C(pg + ¢3)

5 Resolug do da equag ao iconal com a velocidade
variando linearmente em dire¢ o arbitr aria

Agora temos um caso mais complexo, onde a velocidade varia nos trés
eixos e é dada por

v(Z) =vo+ Az + By+C=z (21)

Novamente teremos um sistema de EDO’s semelhante ao dado no caso
anterior com excessdo das equagdes seguintes

dp 24 dg 2B dr  2C

do ~ v3(@)’ do ~  v3(d) ¢ do — v3(@)°

(22)

Resolvendo esse sistema juntamente com as expressoes do caso anterior,
obtemos

2D'?2K10 /1 - (—2DCa320 — K1)2 — \/1 - K}

z—x0 = 200+ cVi_K? O2D1/243/2 4,
(23)
que é semelhante as equagdes de y — yp e z — 2.
4D'V2 K| (poA + qoB
(o) = 20(pj+aqs+E*) + 1A+ B,
C\/1-K?
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D, E, G, H e K;: Constantes que dependem de A, B, C, e py, qo, ro:
0—0—2 B — qoA)? —1pA)? —roB)?| (2
= 571 |(PoB = @A)" + (poC = 104)" + (90C = 10B)*|  (25)
1
E = W{A(poc_mA)+B(QOC_TOB)} (26)

K = %;O[Apo +Bqo+Crg] com M=+\A2+B2+C2  (27)
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6 Conclus ao

Podemos concluir , portanto, que dado um modelo geolégico constitu-
ido pela velocidade e profundidade de um determinado meio, podemos
encontrar o tempo de transito de uma onda que percorre esse meio, o
que caracteriza a resolugdo de um problema dito direto.

Percebemos que quanto mais complicado é esse modelo de velocidade,
mais complicadas serdo as equagdes que descrevem o tempo de transito
da onda que percorre esse meio.

De fato, a resolucdo de um problema direto é o primeiro passo para o
entendimento do problema real da indistria de petréleo que é chamado
de problema inverso, onde, a partir do tempo de transito da onda, deve-
se descobrir a profundidade e um modelo aproximado de velocidade que
caracteriza esse meio.
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