LUNICAMP

Introducao:

Neste projeto, desenvolvido na area de analise, estudamos os
espacos meétricos e sua topologia, funcoes continuas e unifor-
memente continuas, e algumas aplicacoes, como o Teorema da
Melhor Aproximacao em espacos com produto interno e o Teo-

rema da Melhor Aproximacao de Weierstrass.

Conceitos Basicos:

Definicao: Sejam M um conjunto nao vazio e d uma

funcao de M x M em R com as sequintes propriedades:

(d1) d(z,y) >

(d2) d(z,y) =0z =y

(d3) d(z,y) = d( )

(d}) d(z,y) < d(z,z)+d(z,vy) Va,y, z€ M.

Entao d € wma métrica e (M, d), um espagco métrico.

Definicao: Sejam E, F' espacos vetoriais sobre o corpo K.
Uma transformacao linear ¢ uma funcao I’ : F — F que

cumpre as sequintes condicoes:

(T1) T(u+wv)=T(u)+T(v)
(T2) T(au) = o1 (u) Vu,ve FE eVacekK.

Sejam M e N espacos métricos.

e Uma funcao f : M — N ¢é continua em p € M se, dado
e > 0, existir 6 > 0 tal que d(x,p) < d = d(f(z), f(p)) < e

Dizemos que f ¢ continua se o for em todos os pontos de M.

e Uma funcao f : M — N ¢é uniformemente continua se dado
e > 0 existir & > 0 tal que d(x,y) < d = d(f(x), f(y)) < e,
Va,ye M.

e Uma funcao f : M — N é lipschitziana se existir uma cons-

tante ¢ > 0 (constante de Lipschitz) tal que:

d(f(z), fly)) < cd(z,y) Ve yeM

Alguns resultados:

e (Continuidade por seqiéncias) Uma funcao f : M — N
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é continua em p € M se, e somente se, (x,) C M tal que

e Sejam d e d; métricas sobre M para as quais dr, s € R, 7,
s > 0, tais que: rd(x,y) < d(x,y) < sd(x,y), quaisquer que
sejam x, y € M. Entao f : (M,d) —
continua < f : (M, d;) —

(N, d’) é uniformemente

(N, d’) é uniformemente continua.

e S5c [/ e F sao espacos vetoriais normados sobre R e se
T . E — F ¢é uma transformacao linear, entao sao equiva-

lentes as seguintes afirmacoes:

(a) T é continua

(b) T" é continua na origem

(c) Existe um nimero real k& > 0 tal que ||T(u)|| < k||ull,
Vue€ E. (d) T élipschitziana.

Resultado importante:

Teorema da Aproximacao de Weierstrass: Seja f uma
funcao real uniformemente continua definida em um inter-
valo fechado |a,b|. Entao, dado € > 0, existe um polinomio

—p(x)| <€, Vxe€la,bl.

p com coeficientes reais tal que | f(x)

Para tanto, usamos os polinomios de Bernstein de grau n asso-

ciados a funcao f(x), definidos por:

Po(x) =200 f (£) B ()

onde

BMz) = (M)a'(1l —x)?

[/

Aplicacao:

Espacos com produto interno: Num espaco vetorial £ so-
bre R, dotado de um produto interno (u,v) — (u, v), podemos

definir a norma de um vetor © € E do seguinte modo:

[ul[* = (u, u).

Definicao: Um conjunto de vetores num espaco com pro-
duto interno é ortogonal se os vetores o forem dois a dois.
Se a norma de cada vetor de um conjunto ortogonal for iqual

a l, o conjunto é ortonormal.
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, U, } € uma base ortonormal de um espago com

e Se {vy, vy, ...

produto interno V' e u € um vetor qualquer de V', entao:

U = <u7 U0>UO + <U,, U1>U1 Tt <U7 Un>vn

e Todo espaco vetorial com produto interno £ € um espaco veto-

rial normado. Assim, podemos definir em E a seguinte métrica:

dlu,v) =|lu—wv|| Vu,vekFL.

Definicao: Se W ¢ um subespaco de dimensao finita de um
espaco com produto interno V', se {v,, v1,...,v.} € uma base
ortonormal de W e se u € um vetor qualquer de V', entao a

projecao ortogonal de uw € V' sobre W € o vetor:

projiu = (U, Vo)vg + (u, vi)vy + - - + {u, v,)v,.

Teorema de melhor aproximacao: Se W é um subespaco
de dimensao finita de um espaco com produto interno V' e se u
¢ um vetor de V', entao projyyu € a melhor aproximacao de

em W, no seguinte sentido:

projwu

|u — projpull < |lu—w||,  paratodo vetor w em W.
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