TEORIA DE REPRESENTACOES E GEO

Felipe Augusto Moreira da Silva orientador:
Departamento de Matematica, Universidade |

£0433600@dac.unicamp.br

METRIA ALGEBRICA

Prof. Dr. Marcos Jardim
Hstadual de Campinas (UNICAMP)

1 Matriz de Cartan

Definicao. Uma matriz A é definida como matriz de Cartan generalizada se:
i) Qj; = 2 ii) a5 < —Ziset# ] iii)azj =0« aj; = 0

Dado um espaco vetorial £ = R" com base canonica {afq,...,an} definimos a forma
bilinear (a1, ag) = al.A.an, onde A é uma matriz de Cartan (a forma bilinear é produto
interno se e somente se A satisfaz (iv)). Logo, seja:

()\,O{Z')

7“@()\) —\—2

Reflexdo ortogonal a [a]- e o subgrupo W de automorfismos Aut(E) no espaco vetorial
FE gerado pelos r; ¢ chamado de o grupo de Weyl de A Podemos definir as raizes de uma

matriz de Cartan.

Definicao. Definimos raizes reais de uma matriz de Cartan como os elementos de R} =

" Wiy, que satisfazem (o, o) > 0, e as raizes reais positivas sao R = }ig N,
_I_ L n . 2 . . s . R ~

onde QT = » ;1 Zy.q. As raizes imagindrias positivas sao elementos de R . onde

R = Upew Wk, W é 0 grupo de Weyl ¢ K = {a € QT}: supp(a) é conexo e
(o, ) < OVi}, com (v, o) < 0. Definimos supp(a) = «; @ (a, a;) # 0.

2 Quiver e Representacoes de Quiver

Definicao. Um Quiver (finito) () consite de dois conjuntos finitos (Qp(dos vértices) e
()1 (das flechas) e duas funcgoes:

h,t: Q1 — Q.

(head e tail)
A flecha a € Q) comega no vértice t(a) e termina no vértice h(a).

Definicao. Uma representacao de dimensao finita do quiver () consiste de um conjunto
de espacos vetoriais de dimensao finita (sobre o corpo k) {Wylv € @} e um conjunto de
funcgoes k—lineares {¢q : Wi(a) — Wp(a)}.

Definicao. ~ Um morfismo f da representacao ({Wy}, {¢q}) para representagao
({Vu}, {1a}) consite de fungoes lineares f, : W, — U,, um para cada vértice v, tais
que, para cada flecha a, temos f1,(a) o ¢q = g o ft(a), isto é, o diagrama abaixo comuta:

V=—2>V,
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Definicao. Dado uma representacao ({Wy}, {¢dq}), uma subrepresentacao de um quiver
consiste em uma representagao ({Vy}, {1q}) onde Vi, € Wy e frla) o ¢g = Vg o fi(a),
logo o diagrama acima comuta. Com isso concluimos que f; € injetora para todo v € Q).

Definicao. A soma direta W @ V' de duas representacoes ({Wy}, {¢a}) e {Vo}, {¢a}) €
tal que (W V), =W, Vye (0PY)q = ¢a®Bq : Wila)®Vi(a) — Wi(a)®Vy(a) obe-
dece (¢ B V)q((w,v)) = (Pg(w), Ya(u)). Uma representacao ({Vy}, {@q}) é dita simples
(ou irredutivel) se suas tnicas subrepresentagoes sao a trivial e a prépria ({Vy}, {@a}).
Uma representacao ¢ dita decomponivel se puder ser escrita como a soma direta de duas
representacoes nao triviais. Toda representacao de dimensao finita de um quiver pode ser
decomposta de forma tnica como soma de representacoes de imdecomponiveis a menos de
isomorfismos.

Abaixo apresentaremos o teorema de Kac o qual relaciona as raizes de uma matriz de
Cartan com a dimensao de um quiver.

—

Teorema de Kac. FExiste representacao indecomponivel com vetor dim = d se e
somente se dim = d € raiz positiva de A.

3 Quiver de Kronecker

Agora vamos aplicar a teoria de Quivers e raizes de uma Matriz de Cartan no quiver
abaixo:

A matriz associada de Cartan sera.

2 —N
—N 2

Agora podemos achar o sitema de raizes da matriz de Cartan acima. Com a base

3 = (aq, an) de R?, calculamos a forma bilinear apresentada sobre a base.

(ala Oél) — 27 (&17 OéQ) =—Ne (0527 O‘Q) = 2.

Entao encontramos as reflexoes que formam o grupo de Weyl, sera aplicada a reflexao na

base  para encontrar a matriz de cada reflexao.

ri(ay) = —aq, e, ri(ag) = as + Nag

1) = [_é ]\”

Logo teremos a matriz para r7:

Para ry temos:

ro(ay) = a; — Nag, ra(ag) = —an

2] = L& _(1)]

Agora podemos descrever o grupo de Weyl para esse caso.
O grupo de Weyl pode ser descrito pelos seguintes elementos e relacoes:

I a matriz para ro:

{1,71,79, (r1.72)P, (ro.r)P, (r1.m9)P.11, (r9.71)P.r9}, com p € N* e 1 = identidade.

Onde r;.r; = ipara j = 1,2, (r1.r9) P = (ro.r)P para p € N¥, ((ri.r)Pr)? =1ie

((7“2-7“1)]9-7“2)2 = iparap € N*.

O grupo de Weyl ¢ isomorfo ao grupo diedral D), definido da seguinte forma:
Doo =< z,ylz? = v = (z.y)" = 1 > ouDso =< 1, flr" = f2, frf =r—F > e
tambem temos que Dy € isomorfico ao Z o< Zio

Vamos analisar o caso de maior interesse, isto ¢ para N > 3.

Como ja temos 1,71 e r9 podemos calcular r{.r9 € r9.77:
[N?—1-N [ -1 N
r1.19 = N T2 v N2

Logo podemos encontrar (r1.r9)P e (r9.11)P.
Vamos primeiro decompor 1.7 = Q.P.Q ™1, onde P é a matriz dos autovalores.
Calculando os autovalores e os autovetores.

N2_-1—-)\X —N |

v R = (N2 =1 =M% (=1 =N4+N=X+2-NHA+1=0

Logo termos os seguintes autovalores:

Ay — —N24N+y/N2—4 A\ _ N?2-2-N+/N2—4
1 — 5 C AQ = 5

N4 NVNZ—4 0 |
: _ 2
I portanto a matriz P ; N2—9— N/NZ—1
: 2 _

Calculando as matrizes Q e Q™! achando os autovetores resolvendo o seguinte
sistema:(rq.19).0; = A;.0;, onde §; = (d1,09) e A\; autovalor correspondente, entao cheg-
amos as matrizes:

0— y Y
T I N-—NVN2_-4 N+NVN2_4

(N + VN2 —4)/4v/N2 -4 —1/2v/ N2 —4
(—N + VN2 —4)/4V/N2 —4 1/2v/N? — 4

Q7! =

Portanto podemos calcular (r1.r9)? = Q.PP.Q 1,

Seja (rq.ro)l = [le 212], calculando a;; e substituindo (N? =24+ NVN2 —4) =
21 U222

(N2—4+2N\/M+N2) (N+VN2—4)?
2 2

= chegamos que:

1 )[<N+\/2N2—4>2p—|—1 . ((N—\/éVQ—KL)Q)Q}H_l]

ag) = () (=) — (A=) )

a1z = (G (=% — B = —a

21

99 = (2\/ﬁ>[(N—\/ZM)2p—1 _ (N—l—\/éi\f?i—zl)gp_l]

Escolhendo 2p = k teremos ap = (\/ﬁ)[(]\hr ”2N2_4)k — (N_ v2]\72_4)]“], logo ay] =

Afi1, 2] = Qf, Q12 = —Q) € G229 = —aj,_1, € assim teremos (r1.72)P, (ro.r)P = (r1.rg) ™7
e (ri.ro)P.ry e (ro.e)P.ro.

a —a _—CL . a
(rprg)? = | TR R (g = | TR T
ap —ap_1 —ap k41
ap1 —ap | -1 N| [ —apiq apyo ]
(r1.79)P.r1 = (r1.mg)P = T B . =| T TR
ap —ap—1| | 0 1| | —ap apqq)
D D —apq oap | [ 1 0] lap —ap |
(ro.r)P.rg = (ror)P =1 S _
 —ag apy1 | | N =1 | Gpyo —apy

Agora com o grupo de Weyl descrito podemos achar as raizes reias positivas, basta aplicar
os elementos do grupo de Weyl a base a = ((1,0), (0, 1)) e pegar somente os vetores com
coordenadas positivas, logo teremos

Ré_ — {(17 O)? <07 1)7 (17 N)7 (N7 1)7 (akv ak—|—1)7 (ak-i—l? ak)v (ak—i—Qv ak—l—l)? (ak—l-b ak—|—2)}'

Como ap = 0,a; = 1 e a9 = N podemos resumir as raizes reais positivas a

RS = {(ag, aps1); (g, a)ag = (=) (=R — (A==

4 | Forma de Tits

A forma de Tits ¢ definida como ¢(a, o) = 1/2(a, ), onde (o, @) = al.A.ac com A
a matriz de Cartan, podemos relacionar as raizes reais positivas do quiver de Kronecker
com a forma de Tits sendo que « é raiz real positiva se e somente g(«, o) = 1, pois sendo
a = (r,s) temos o seguinte:

da,a) = [r s}.[_i _]g] . H —12 _Nrs+s2=1

Temos a resolucio da equacio r2 — Nrs + s = 1 na referéncia 2] pagina 6 lema 3.4,

tal que a solucao sera (r,s) = (az,a ou (r,s) = (a a e sao as raizes reais
Y 3 ks k41 9 k+1Wk),

positivas do quiver de Kronecker, assim fica estabelicida a relacao das raizes positivas com

a forma de Tits.
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