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Introducao

As funcoes de Haar e as funcoes de Walsh formam
dois sistemas ortonormais completos do espaco ve-
torial L*([0,1)). Além disso, as séries de Haar e as
séries de Walsh de uma funcao convergem para
esta funcao. As séries de Walsh podem ser utiliza-
das em varias situacoes, como transmissao de da-
0s, filtracao, enriguecimento de imagem, analise
e sinais e reconhecimento de padrao. As funcoes
e Walsh sao faceis de serem implementadas e po-
em ser usadas mesmo com pouco espaco de ar-
mazenagem em computadores de alta velocidade.
Por exemplo, para economia de peso, as series de
Walsh foram usadas na nave espacial Mariner, que
explorou a superficie de Marte.
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Esperanca Condicional

Seja (2, A, 1) um espaco de medida; por exemplo,
um espaco de probabilidade. A partir deste espaco,
é possivel definir integral para uma familia de fun-
coes f: Q) — R, que é denotada por L' (2, A, u). A
familia de funcdes f : 2 — R tais que |f|" é integra-
vel, 1 < p < oo, € denotada por L? (2, A, ).

Sejam f € L'(Q, A, u) e F uma sub-c-algebra de A.
Podemos concluir a existéncia de uma funcao unica
em q.t.p.[u] E[f|F] € L' (2, F, 1) (a Esperanca Con-
dicional de f com respeito a F) que satisfaz, para
todo A € F,
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Martingais

Sejam um espaco de probabilidade (€2, A, ), uma
seqliéncia crescente de sub-o-algebras (F,), . de
A e uma seqiiéncia (f,,), .y de fungBes em L' (Q, A).
Se f,=FE|f.n|F., entao f, é dita um martingal
com respeito a (F,).

Tomando uma fungdo f € L' (Q, A, i), entdo (f,),
definida por f, = E|f|F,] € um martingal. Dizemos
gue o martingal € fechado (por f). Se A é gerada
pela sequéncia (F,,), ., 0 martingal (f,,), . fechado
por f converge para f.
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Seéries de Haar

Por simplicidade, restringiremo-nosS ao espaco
(0=10,1) com a medida de Lebesgue ). Sejam
n=2"4+reieNcom0 < r < 2% definamos

{ i) se 1 < < 2

2_5,:1, 22_[) se 2r <1 < n.

Estes intervalos sao chamados de intervalos diadi-
cos. Agora, definimos Q,, = o (Qg'”), o Qg”), isto é,
a o-algebra gerada por QE””. A sequéncia (Q,,), . €
crescente e gera a c-algebra de Lebesgue.
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Soma parcial de ordem 16 da serie de Walsh associada a funcao
f (z) = sen (2mx). Esta soma coincide com a soma parcial da série de Haar
de mesma ordem.

Agora, definimos as funcoes de Haar pondo

Vo sex e Qé?_l,
Un () = —V2F sex e Qg,?i))

0 caso contrario,
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Dada uma funcao f € L”([0,1)), 1 <p < oo, obte-
Mos a série de Haar associada a f, >,y fn¥n, ONde

fnzfolf-%dﬂ

Também temos que S, (f, ) = S, fbi = E[f]Qu).
ISto €, a sequéncia das somas parcias da serie de
Haar € um martingal fechado por f, e portanto esta
serie converge para f em L? (]0,1)). Ainda mais, se
f € continua, a convergéncia é uniforme. Como con-
seqgUéncia desta convergéncia, as funcoes de Haar
(¥n), .y SA0 UMa base e, portanto, formam um sis-
tema ortonormal completo de L*([0,1)).
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Séries de Walsh

Dados n € N e z € |0,1), existe um Unico p € N tal
que ;2; < x < 2L, Definimos o sistema de Radema-
cher (r,), . POr

rn (@) = (=1)°

e definimos o sistema de Walsh(-Paley) (w,), . por

©.9)
o= 1L
k=0

onde (n;), .y € @ Unica sequéncia (chamada de coe-
ficientes binarios de n) com n; € {0,1} que satisfaz

Observe gue as funcoes de Walsh sao os produtos
finitos entre as funcoes de Rademacher.
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A funcao de Walsh wg = p;.po.

Os coeficientes de Walsh-Fourier de uma funcao
f e L'([0,1)) sdo dados por
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fo= 1 Ffuw,dx
0,1

para cada n € P.

A série de Walsh de uma funcéo f € L' (]0,1)) é de-

finilda como
eY A
Z fn-Wn
n=0

Logo Sy (f, W) = X7 fr-wr = E|f|Qon] Onde Qa fo-
ram definidos na secao sobre Séries de Haar. Esta
soma parcial coincide com a soma parcial de ordem
2" da serie de Haar desta mesma funcao. Ou seja,
a subseqguéncia S»»f converge para f, e esta con-
vergéncia é uniforme se f for continua. Como con-
sequéncia, as funcdes de Walsh (w,), pformam um
conjunto ortonormal completo em L= ([0,1)).




