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Introdução

As funções de Haar e as funções de Walsh formam
dois sistemas ortonormais completos do espaço ve-
torial L2 ([0, 1)). Além disso, as séries de Haar e as
séries de Walsh de uma função convergem para
esta função. As séries de Walsh podem ser utiliza-
das em várias situações, como transmissão de da-
dos, filtração, enriquecimento de imagem, análise
de sinais e reconhecimento de padrão. As funções
de Walsh são fáceis de serem implementadas e po-
dem ser usadas mesmo com pouco espaço de ar-
mazenagem em computadores de alta velocidade.
Por exemplo, para economia de peso, as séries de
Walsh foram usadas na nave espacial Mariner, que
explorou a superfície de Marte.

Esperança Condicional

Seja (Ω,A, µ) um espaço de medida; por exemplo,
um espaço de probabilidade. A partir deste espaço,
é possível definir integral para uma família de fun-
ções f : Ω → R, que é denotada por L1 (Ω,A, µ). A
família de funções f : Ω → R tais que |f |p é integrá-
vel, 1 ≤ p <∞, é denotada por Lp (Ω,A, µ).

Sejam f ∈ L1 (Ω,A, µ) e F uma sub-σ-álgebra de A.
Podemos concluir a existência de uma função única
em q.t.p.[µ] E[f |F ] ∈ L1 (Ω,F , µ) (a Esperança Con-
dicional de f com respeito a F) que satisfaz, para
todo A ∈ F ,

∫

A
f dµ =

∫

A
E [f |F ] . dµ.

Martingais

Sejam um espaço de probabilidade (Ω,A, µ), uma
seqüência crescente de sub-σ-álgebras (Fn)n∈N

de
A e uma seqüência (fn)n∈N

de funções em L1 (Ω,A).
Se fn = E [fn+1|Fn], então fn é dita um martingal
com respeito a (Fn).

Tomando uma função f ∈ L1 (Ω,A, µ), então (fn)n∈N

definida por fn = E [f |Fn] é um martingal. Dizemos
que o martingal é fechado (por f ). Se A é gerada
pela seqüência (Fn)n∈N

, o martingal (fn)n∈N
fechado

por f converge para f .

Séries de Haar

Por simplicidade, restringiremo-nos ao espaço
Ω = [0, 1) com a medida de Lebesgue λ. Sejam
n = 2k + r e i ∈ N com 0 ≤ r < 2k; definamos

Q(2k+r)
i =







[

i−1
2k+1,

i
2k+1

) se 1 ≤ i ≤ 2r,
[

i−r−1
2k , i−r2k

) se 2r < i ≤ n.
Estes intervalos são chamados de intervalos diádi-
cos. Agora, definimos Qn = σ

(

Q(n)
1 , . . . ,Q(n)

n

)

, isto é,

a σ-algebra gerada por Q(n)
i . A seqüência (Qn)n∈N

é
crescente e gera a σ-álgebra de Lebesgue.

Soma parcial de ordem 16 da série de Walsh associada à função
f (x) = sen (2πx). Esta soma coincide com a soma parcial da série de Haar

de mesma ordem.

Agora, definimos as funções de Haar pondo

ψn (x) =



















√
2k se x ∈ Q(n)

2r−1,
−
√

2k se x ∈ Q(n)
2r ,

0 
aso 
ontrário, .
Dada uma função f ∈ Lp ([0, 1)), 1 ≤ p <∞, obte-
mos a série de Haar associada a f ,

∑

n∈N f̂nψn, onde

f̂n =
∫ 1

0
f · ψn dµ

Também temos que Sn (f,H) =
∑n
i=1 f̂iψi = E [f |Qn],

isto é, a seqüência das somas parcias da série de
Haar é um martingal fechado por f , e portanto esta
série converge para f em Lp ([0, 1)). Ainda mais, se
f é contínua, a convergência é uniforme. Como con-
seqüência desta convergência, as funções de Haar
(ψn)n∈N

são uma base e, portanto, formam um sis-
tema ortonormal completo de L2 ([0, 1)).

Séries de Walsh

Dados n ∈ N e x ∈ [0, 1), existe um único p ∈ N tal
que p

2n+1 ≤ x < p+1
2n+1. Definimos o sistema de Radema-

cher (rn)n∈N
por

rn (x) = (−1)p

e definimos o sistema de Walsh(-Paley) (ωn)n∈P
por

ωn =
∞
∏

k=0

rnkk

onde (nk)k∈N
é a única seqüência (chamada de coe-

ficientes binários de n) com nk ∈ {0, 1} que satisfaz
n =

∑∞
k=0 2knk.

Observe que as funções de Walsh são os produtos
finitos entre as funções de Rademacher.

A função de Walsh ω6 = ρ1.ρ2.

Os coeficientes de Walsh-Fourier de uma função
f ∈ L1 ([0, 1)) são dados por

ˆ̂
fn =

∫

[0,1)
f.ωn dλ

para cada n ∈ P.

A série de Walsh de uma função f ∈ L1 ([0, 1)) é de-
finida como ∞

∑

n=0

ˆ̂
fn.ωn

Logo S2n (f,W) =
∑n
k=0

ˆ̂
fk.ωk = E [f |Q2n] onde Q2n fo-

ram definidos na seção sobre Séries de Haar. Esta
soma parcial coincide com a soma parcial de ordem
2n da série de Haar desta mesma função. Ou seja,
a subseqüência S2nf converge para f , e esta con-
vergência é uniforme se f for contínua. Como con-
seqüência, as funções de Walsh (ωn)n∈P

formam um
conjunto ortonormal completo em L2 ([0, 1)).


