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Em muitas aplicacoes de interesse pratico,
frequentemente &€ necessario reconstruir um
objeto (um sinal discreto, uma imagem dis-
creta, etc) a partir de uma amostra incompleta
dos seus coeficientes de Fourier. No caso dis-
creto unidimensional, podemos colocar o pro-
blema da seguinte forma.

Seja f a Transformada de Fourier de
um sinal f amostrado discretamente f| =
{fi|jeTlTtondeD = {0,1,...,N — 1}.
O problema é recuperar as amostras f,
a partir de uma amostra incompleta das
transformadas f|, = {/, | £ € Q}, com
() CT.

A extensao para o caso bidimensional, ou
mesmo para dimensdes maiores, € imediata.
Um exemplo & o problema classico de tomo-
grafia medica: reconstruir uma imagem bidi-
mensional f(t;,7,) em uma malha retangular a
partir de amostras da Transformada de Fou-
rier f(w;,w,) em uma malha estrelar (linhas
radiais com relativamente poucos angulos de
rotacao).

Minima energia

Uma possivel abordagem €& supor que as
amostras faltantes dos coeficientes de Fourier
sao nulas e aplicar a Transformada Inversa de
Fourier. Dessa forma, encontramos a solucao
de minima energia, isto €, encontramos g que
resolve o problema de otimizacao
N—1
Minimizar ||g], = »  |gx
k=0
Sujeitoa g, = fi, k € (.
Como estamos omitindo conteudo de
frequéncias, tal solucao nada mais e que
uma versao suavizada do sinal original /. Na
pratica, esse metodo nao apresenta bons re-
sultados, alem de ter severas restricoes de
aplicabilidade, muito bem estabelecias pelo
Teorema de Shannon.
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Interpolacao dos coeficientes

Outra alternativa seria interpolar ﬂg. Mas ISso
nao parece uma boa idéia, pois estimar 0s co-
eficientes de Fourier a partir das amostras €
muito delicado, devido a natureza altamente
oscilatoria da Transformada.

Otimizacao convexa

Essa solucao € apresentada por Candes &
Tao, e surpreende pelo seu poder e simplici-
dade. Definimos S;, = {7 € ['|h; # 0} e defini-
mos #A como sendo o numero de elementos
do conjunto A.

Teorema 1l Se N € primo e se #S5; < #)/2
entao f pode ser reconstruido unicamente a
partir de ﬂg. Reciprocamente, se #() < N
entao existem vetores diAstintos f, g tals que
#Sr, #5, < #Q/2+ 1 e fla = glo-

Em principio, podemos reconstruir f exata-
mente resolvendo o problema de otimizacao
combinatorial,

Minimizar ||gllo = #35, (1)
Sujeitoa gp = fx, k€l

Entretanto, computacionalmente seria muito

mais interessante e eficiente se pudéssemos

reconstruir f resolvendo o problema convexo,
N—1

Minimizar ||g|l; = Y |g;]
j=0

AN

Sujeitoa g. = i, k € (),

gue pode ser reduzido ao problema de
programacao linear,
N—1
Minimizar » (z; + y;)
j=0
Sujeitoa Wi(x —y) = fr, k € Q
x>0,y >0,
onde g, = z;—vy;, |g;| = v,+y, € W, € a k-esima
linha da matriz 1/ que representa a Transfor-
mada Discreta de Fourier. A pergunta € se

(2)

(3)
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ainda temos uma qualidade na reconstrucao
de f mesmo resolvendo o problema (3). A res-
posta e afirmativa em alguns casos:

Teorema 2 Para um dado parametro de pre-
cisdo M, se #S; < Cy(log N)~'#€), entdo com
probabilidade de no minimo 1 — O(N ) 0 mi-
nimizador do problema (2) € Unico e igual a
f.

Parece natural supor que, em geral, exis-
tam Infinitos sinais com 0s mesmos coeficl-
entes de Fourier e gue o problema, portanto,
nao tenha solucao unica. O surpreendente
é que para uma grande classe de sinais a
reconstrucao e exata.

Testes Computacionais

f € um sinal discreto aleatorio com N = 100,
Sy = 20 e #0 = 75. Ou seja, faltam 25 amos-
tras em / |,. Observe que, nesse teste, a
recontrucao foi exata!

Sinal original f

Parterealde f e f

Solucao de Minima Energia e pelo método estudado
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