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1 Introducao

O objetivo principal do projeto é encarar problemas fisicos sob perspectivas algébri-
cas. Utilizando teorias matemaéticas bem estabelecidas, pode-se descrever um problema
classico com uma nova abordagem e encontrar estruturas anteriomente desconhecidas. O
proposito é enfatizar os aspectos da teoria de grupos que sao relevantes no tratamento de

problemas fisicos nos quais os conceitos de simetria e invaridncia sdo muito importantes.

2 Simetrias e Leis de Conservacao

E um fato extraordindrio que as leis da natureza possuam tantas simetrias. As mes-
mas sdo de importancia fundamental no desenvolvimento da fisica moderna. Um exem-
plo tratado no projeto € a estreita conexao entre simetria e lei de conservacdo, o que é

fornecido pelo teorema de Noether.

2.1 O Teorema de Noether

Apresentam-se abaixo duas versdes do teorema. A original é conhecida como versao
de Lagrange. A outra possui uma abordagem algébrica, sendo conhecida como versao de

Hamilton.

Teorema 1 (Versdo de Lagrange do Teorema de Noether). Considere a invaridncia de L ante
transformagoes infinitesimais de coordenadas. Também serido permitidas transformacdes infinitesi-

mais nos campos

T, — :IZ,M =z, + 0z, (1)
VolTp) — %(xu) = Yp(xp) + 07,(Tp)- (2)
Onde 07y, inclui tanto a variagdo nos campos quanto nas coordenadas. Quando deseja-se indicar

mudanga apenas nos campos usa-se w;)(azu) = v,(x,) + 07v,(x,). Assume-se também que
[1] O espaco-tempo é euclidiano.

[2] A densidade Lagrangiana possui a mesma forma funcional tanto em termos das quantidades
transformadas quanto das quantidades originais, ou seja,

/

L vp(@,)s 1p (@), ) = L0y, 75,(20), 23,). (3)
[3] A magnitude da integral de acdo é invariante ante a transformagio, logo

[ ()£ (3 ) Al = [ (d) L) Ayl ). @

Entdo a transformagdo preserva a forma funcional da Lagrangiana e o valor numérico da integral

de agdo para todo o movimento, e portanto haverd grandezas conservadas.

Demonstragdo. Utilizando as equacgoOes (3) e (4) acima e trocando o indice de integracao,

obtém-se

L0 Yl 2 de,) = [ L)yl ) (de,) =0 @

A diferenca entre as varidveis com linha e sem linha é pequena, da mesma maneira

que a diferenca entre [ e I'. Para o caso simples de uma funcdo, considere abaixo a dife-
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renca entre as duas integrais

b+3b b
| @) +df@lde — | fle)de = ©
b b-+0b a+oa
= [Cof@ds + [ @) +of@lde — [ [f(x) + 0f(x)da. 7)
Fazendo a aproximacao
b-+0b a-+da
| f@yde — [ fla)de = 6bf(b) - daf(a), ®
obtém-se de (6)
b+3b b b
[y @)+ 8f@de — [ fa)de = [ 67 (@)r +[f(x)dal; ©
b
:/a 5f(:1:)+%(5a:’f(a:)) dx. (10)
O resultado é andlogo para o caso funcional _ _
o) {1667 ) = 0,801+ - (Cl 02, | =0 )
Mas
[,(7;(:1?“), %W(xu)a Tp) = LOVp(@0), Yo Tp), Tp) = g—ff% - aif:f%,% (12)

Utilizando as equag¢des de movimento de Lagrange e o fato de que a variagdo 4 significa
uma mudanga de v em relagdo a um ponto fixo no espaco (x,,), tem-se que § pode comutar

com o operador diferenciacao espacial, logo

_ — | . 1
L(/y ) 'CC,M) L(W? ZE) dﬂjy (a/y@y) 5/Yp a/YIO?V d.fEV ( 3)
E portanto
d | 0L -
v e =0, 14
/ (da) { 5+ Lo } 0 (14)

que apresenta a forma da equacgdo das correntes conservadas .

Teorema 2 (Versao de Hamilton do Teorema de Noether). Se a dlgebra de Lie g age canoni-
camente em uma variedade de Poisson P e admite um mapa de momento J : P — g, ese H &
F(P) é invariante, ou seja, Ep|H| = 0V € € g, entido J é uma constante do movimento para H, ou
seja,

Joy; =1J, (15)
em que ; € o fluxo de Xp.

Demonstragio. A condigdo £p|H| = 0 implica que o paréntese de Poisson de J(¢), a Hamil-

toniana para {p, e H énulo: {J(¢), H} = 0. Isso implica que para cada elemento &, J(§) é

uma quantidade conservada ao longo do fluxo de Xy.
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