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Teorias de gauge - Fibrados e conexões - Fases geoḿetricas

Introduç ão
As teorias de gauge têm sido fonte de grandes resul-

tados na f́ısica com aplicaç̃oes em meĉanica cĺassica e

teoria de campos, por exemplo. Na mecânica cĺassica,

modelos com corpos deformáveis formam um vasto

campo para aplicação da teoria de gauge. Para elebo-

rarmos modelos em teoria de gauge, fazemos uso da

teoria de fibrados principais e conexões.

Fibrados principais, conex̃oes e holonomia
Fibrados principais s̃ao estruturas mateḿaticas que

formalizam um espaçoP que é localmente (ou glo-

balmente) o produto cartesiano de um grupo deLie G

com uma variedadeM (espaço base). Nos modelos

estudados, como em [2], o grupoG est́a relacionadòas

simetrias eM est́a relacionado aos graus de liberdade

internos do problema.

Uma conex̃ao (potencial de gauge)é uma 1-formaω

definida sobre o espaço tangente aP que se anula em

determinadas direções, as quais denominamos horizon-

tais. Em geral, uma conexão tem origem f́ısica eàs

vezes pode ser vista como uma lei de conservação.

Dessa maneira, dada uma curva fechadaγ : [0, 1] → M

(figura 1), podemos definir o levantamento horizontal

deγ como sendo uma curvaΓ : [0, 1] → P tal queΓ′ é

vertical.

Figura 1: Curva fechadaγ emM .

Uma ilustraç̃ao de tal levantamentóe mostrada na fi-

gura abaixo.

Figura 2: Levantamento horizontal Γ (não

necessariamente fechado) de uma curva fechadaγ.

A figura 2 nos d́a um exemplo em queΓ não é uma

curva fechada. Chamamos de holonomia o elemento de

G que mede o “distanciamento” entreΓ(0) e Γ(1). Os

detalhes da teoria de fibrados estão em [4] e [1].

Aplicação para o problema do carro [3]
Para estudar este modelo, precisamos de um espaçoP

com coordenadas(α, β, x, y, ϕ), como nas figuras 3 e

4. Nosso espaço base consiste de todos os possı́veis

formatos do carro (coordenadas(α, β), as quais o mo-

torista pode controlar). O grupo estrutural (ou de sime-

tria) seŕaE(2), que corresponde aos movimento rı́gidos

do carro emR2. Assim, temos uma estrutura de fibrado

principal e podemos definir uma conexão (ou potencial

de gauge) sobre ele de maneira bastante natural. Para

isso, utilizamos a condição de rodar sem deslizar para

o pneu do carro. Atrav́es do potencial, podemos fazer

o levantamento horizontal de uma curva emM para o

espaço totalP .

Nosso problema consiste em estacionar o carro mo-

vendo o seu eixo perpendicularmenteà direç̃ao anterior,

ou seja, queremos fazer uma baliza.É fato que ñao po-

demos fazer esse movimento diretamente. No entanto,

se fizermos um ciclo emM , podemos gerar o movi-

mento resultante desejado emP . Isto corresponde a

uma holonomia ñao trivial para esta conexão.

Conclus̃ao
Neste projeto, estudamos um bom exemplo de

aplicaç̃ao do formalismo das teorias de gauge em

meĉanica cĺassica. O esquema utilizado foi o seguinte.

Temos o espaço total de configuraçõesP , o grupo de

Lie E(2) que age emP e um espaço baseM . Dessa

forma, temos uma estrutura de fibrado principal. A

conex̃ao neste caso tem uma origem fı́sica. Para sua

construç̃ao, foi necesśario estabelecer restrições ao mo-

vimento, que neste caso foi o fato da roda não deslizar

na pista.

Figura 3: Coordenadasx, y, ϕ eβ.

Figura 4: Coordenadaα.
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