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Teoria Analítica de Números

FUNÇÕES ARITMÉTICAS são aquelas definidas
sobre N. As mais importantes envolvem divisibili-
dade e decomposição em fatores primos. A função
soma de f (Σf ) é uma construção freqüente e o pro-
duto de Dirichlet (�) uma ferramenta poderosa. O
teorema ao lado relaciona esses objetos.
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NÚMEROS NOTÁVEIS são os elementos de sub-
conjuntos de N definidos por funções aritméticas.
Os perfeitos, por exemplo, são os que coincidem
com a soma de seus divisores próprios. Essa área
apresenta muitas questões em aberto, geralmente
sobre a finitude de certos conjuntos de números
notáveis ou a caracterização de seus elementos.

CONGRUÊNCIA módulo m ∈ N é uma relação de
equivalência em Z que identifica os números que
geram o mesmo resto na divisão por m. Ao lado,
uma generalização simples do Teorema de Wilson.
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FRAÇÕES CONTÍNUAS (FC’s) finitas são
números dados como αn ao lado, enquanto as infini-
tas são limites de seqüências como (αn)n∈N. Dize-
mos que uma FC é simples (FCS) se a1 ∈ Z e
ak ∈ N ∀k > 1. As FCS’s são muito úteis pois
fornecem as melhores aproximações racionais com
denominadores mínimos. Todo número real é uma
FCS e tal representação é única em certo sentido.

TEORIA ANALÍTICA DE NÚMEROS é a ver-
tente da teoria de números que usa ferramentas da
análise. Uma das provas do Teorema dos Números
Primos, por exemplo, usa a função complexa ζ de
Riemann. Nesse teorema, π(x) é a quantidade de
números primos menores que ou iguais a x. A
demonstração foi obtida por Hadamard e Poussin
independentemente e quase simultaneamente, e o
resultado permite uma aproximação do valor do k-
ésimo primo dada ao lado. A “Hipótese de Rie-
mann” (1859) diz que as raízes de ζ no semi-plano
direito têm parte real 1/2, e ainda é um grande
desafio da matemática.

ζ(z) =
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nz , se Re(z) > 1

π(x) ∼ x
ln(x)

pk ∼ k ln(k)

x ≈ x
ln(x)

π(x)

10 4,3 4
103 144,8 168
105 8.686 9.592
107 620.420 664.579
109 48.254.942 50.847.534
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