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Introdução
O estudo das vibrações tem uma vasta história, como cita a referência [1]. Suas aplicações
são também amplas, variando de aplicações industriais [2] à biofı́sicas [3].
Neste projeto apresentamos a modelagem de um sistema massa-mola não engastado com
a liberdade de se movimentar pelo plano. Investigamos neste sistema de que forma essa
liberdade de movimento influência no seu modo normal de vibração.

O Problema
Consideremos um sistema massa-mola constituido de duas partı́culas A e B, de massas m1 e
m2 respectivamente, dispostas no plano bidimensional e conectadas uma na outra por meio
de uma mola de massa desprezı́vel, constante elástica k e comprimento l na sua posição não
deformada.

Para determinarmos as equações que regem o movimento das partı́culas utilizamos a teoria
da Mecânica Lagrangiana, definindo os parâmetros de massa reduzida µ e massa total M do
sistema e considerando inicialmente o sistema de coordenadas:

x = x2 − x1 , y = y2 − y1

X =
m1x1 +m2x2

m1 +m2
, Y =

m1y1 +m2y2

m1 +m2

µ =
m1m2

m1 +m2
, M = m1 +m2

Equações de Movimento
Consideramos: energia cinética T , energia potencial V e a lagrangiana L = T−V do sistema
de partı́culas.

T =
1

2
M(Ẋ2 + Ẏ 2) +

1

2
µ(ṙ2 + r2θ̇2) , V =

1

2
k(r − l)2.

L =
1

2
M(Ẋ2 + Ẏ 2) +

1

2
µ(ṙ2 + r2θ̇2)− 1

2
k(r − r0)2.

Aplicando a equação de Euler-Lagrange em L obtvemos as equações de movimento que
regem o sistema: 

MẌ = 0

MŸ = 0

rθ̈ + 2ṙθ̇ = 0

r̈ + r
(
k
µ − θ̇

2
)

= kr0
µ

Análise das Equações de Movimento
Como já era esperado, as equações para X(t) e Y (t), correspondentes ao movimento de
translação, não possuem nenhuma relação com os movimentos de rotação, dado por θ(t), e
vibração, dado por r(t). Para as duas últimas equações, ao denotarmos ω(t) = θ̇(t), obtivemos
um sistema não linear de equações diferenciais com incógnitas r(t) e ω(t).

rω̇ + 2ṙω = 0

r̈ + r
(
k
µ − ω

2
)

= kl
µ

,

r(0) = r0
ṙ(0) = v0
θ(0) = θ0
ω(0) = ω0

Manipulando o sistema obtivemos:

{
ω(t) = Cr−2(t)

µr̈ = µC2

r3 − k(r − l)
, C = ω0r

2
0.

Podemos observar, na última equação do sistema, as componentes das forças: elásticaFel(r) =
−k(r− l), centrı́peta Fctr(r) = µC2r−3 e a força resultante da soma destas duas F (r) = µr̈.

F (r) = Fctr(r) + Fel(r)

Sistema Linearizado
Definição 1 Dizemos que re é Ponto de Equilı́brio, ou de forma equivalente, que o sistema
se estabiliza em um ponto re, se neste ponto a soma entre a forças centrı́peta e elástica se
anularem, em outras palavras, se a força resultante neste ponto for nula F (re) = 0.

A expressão para a resultante das forças

F (r) =
µC2

r3
− k(r − l)

é não linear, então, supondo a existência de um ponto de equilı́brio re, utilizaremos a técnica
descrita na referência [4], que consiste na expansão de F (r) em Série de Taylor, para aprox-
imarmos e linearizarmos a equação em torno deste ponto. Sendo assim, para deformações
próximas do ponto de equilı́brio, o movimento vibratório da mola será regido pela expressão

µr̈ − F ′(re)r = −F ′(re)re, onde F ′(re) = k

(
3l

re
− 4

)
Sabemos que os valores de r para os quais F (r) = 0 serão raı́zes do polinômio quártico

P (x) = x4 − lx3 −D, onde D =
µC2

k

e pelo Teorema Fundamental da Álgebra, sabemos que P (x) possui 4 raı́zes.

Proposição 1 Dado o polinômio P (x) = x4− lx3−D com coeficientes reais e D > 0 existe
um único valor re > 0 de modo que P (re) = 0.

Proposição 2 Dado o polinômio P (x) = x4 − lx3 − D com coeficientes reais e D > 0 se
re > 0 é tal que P (re) = 0 então re > l.

A Proposição 1 nos diz que sempre existirá um ponto único de equilı́brio re da mola para
quaisquer parâmetros do sistema e para quaisquer condições iniciais, e a Proposição 2 nos
diz que esse ponto é sempre maior que o tamanho l da mola não deformada.

A expressão algébrica para re como raı́z do polinômio P (x) é muito complicada e extensa,
não sendo vantajoso para nós explicitá-la, fizemos uso dos métodos numéricos descritos na
referência [6] para encontrarmos o valor de re.
Podemos pensar nessa raı́z como uma função dos coeficientes do polinômio até os reais,
sendo assim, para um determinado sistema, fixado os parâmetros µ, k e l obtemos o ponto de
equilı́brio em função das condições iniciais do sistema r0 e ω0,

re = φ(r0, ω0).

Modo Normal de Vibração
Tendo em mãos a linearização da equação que rege o movimento de oscilação da mola, pude-
mos encontrar uma expressão para a frequência de vibração do sistema, possibilitando a
vizualização dos parâmetros e condições iniciais que influenciam nesta frequência.

ν =
1

2π

√
k

µ

(
4− 3l

φ(r0, ω0)

)
.

Solução do Sistema Aproximado
Encontrado o valor do ponto de equilı́brio re, estudamos o sistema de equações diferenciais
aproximado para valores de r próximo de re. Denotamos q = −F

′(re)
µ .

MẌ = 0

MŸ = 0

r̈ + qr = qre

θ̇ = Cr−2

,

X(0) = X0 r(0) = r0
Ẋ(0) = Ẋ0 ṙ(0) = v0
Y (0) = Y0 θ(0) = θ0
Ẏ (0) = Ẏ0 θ̇(0) = ω0

Resolvemos o sistema de equações seguindo a referência [5] e obtivemos:

X = X0 + Ẋ0t

Y = Y0 + Ẏ0t

r(t) = B cos(
√
qt− δ) + re

θ(t) = θ0 +

∫ t

0

C

(B cos(
√
qt− δ) + re)2

dt

onde

B =

√
(r0 − re)2 +

(
v0√
q

)2

, δ = arctan
v0

(r0 − re)
√
q
.

Simulações Numéricas
PARTÍCULAS DE MESMA MASSA

PARTÍCULAS COM MASSAS DIFERENTES

MOVIMENTO SEM VIBRACÃO
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