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Introdugao

O presente projeto consiste em estudar di-
versas técnicas de Geometria € Topologia uti-
lizadas na Teoria de N6s. Num primeiro mo-
mento, fo1 feito um estudo geométrico desta
teoria, utilizado o Teorema de Fary-Milnor. O
interesse de tal teorema reside na caracteristica
global de seu resultado, fato pouco comum em
geometria. Em seguida, viu-se que utilizando
o conceito de Grupo fundamental, proveniente
da Topologia Algébrica, podemos construir um
invariente simples de ser calculado, cuja difi-
culdade estd em comparar se dois nos sao ou
nao equivalentes.

Conceiltos 1niciais sobre nos

Chamamos de n0 a imagem de curva em
R’, de tal modo que a curva é fechada e sim-
ples.

Temos uma maneira natural de se estabele-
cer um equivaléncia entre dois nos: basta tomar
um deles e tentar deforma-lo para obter o outro,
como se ambos fossem duas tiras de borracha.

Definicao 1. Dados dois nés aq, oo : |0, 1] —

RS, estes sdo equivalentes se, e somente se, exis-

tir uma isotopia H - R® x [0,1] — R’ tal que
ho = 1d e hy = h onde h é um homeomorfismo
de R° em R’ com h(ay) = .

Se um no € equivalente a uma circunferéncia,

este no é dito trivial ou ndo anudado.

O teorema de Fary-Milnor

Dada uma curva o : [0,1] — R’ regu-
lar parametrizada pelo comprimento de arco,
definimos a curvatura de a em s € |0, (| como

k(s) = a”(s)].

Definicido 2. Seja o : [0,1] — R’ uma curva
parametrizada regular no espaco euclidiano.
A curvatura total de « é dada por

Teorema 1 (Fary-Milnor). Seja o : [0,1] —
R’ um né ndo-trivial no espaco euclidiano RR°.
Entdo, temos que:

K(a) > 4w

A demonstracao deste fato fo1 dado pela
primeira vez por Milnor, utilizando um método
de aproximac¢ao dos nos por curvas poligonais.

O Grupo Fundamental de um no6

O grupo fundamental (X, p) de um espago
X com ponto bdsicop € X €um grupo definido

como O conjunto das classes de equivaléncia
por homotopia de todos os lacos com ponto 1ni-
cial e final em p, com operacao induzida pela
concatenacao de caminhos.

Definicao 3. Seja o um né em R°. O grupo

fudamental de o é o grupo fundamental de seu

complementar R° — o

Buscamos calcular o grupo fundamental de
um no. Assim, encontramos uma aplicacao di-
reta do teorema de Seifert-vanKampen.

Teorema 2 (Seifert-vanKampen). Seja X um
espaco topologico e U,V C X conexos por
caminhos com U NV ndo vazio e conexo por
caminhos. O grupo fundamental de U UV no

ponto base p € U NV ¢ obtido do produto

livre gerado (U, p) * m(V,p) adicionando-
se as relagoes iy(a) = iy(a) para todo a €
(U NV, p), onde iV e iV sdo as inclusdes de
UNVemU eV, respectivamente.

Dado a um n6 que € equivalente a um no

poligonal, respresentamos seu grupo fundamen-

tal em termos de geradores e relacoes obtidos
pelos cruzamentos numa projecao deste no.

Vejamos exemplos de calculo do grupo fun-
damental de nos.

No trivial. Seu grupo fundamental tem ape-
nas um gerador € ndo possui relagoes, portanto,

0 no trivial tem grupo fundamental ciclico in-
finito Z.

Trifolio. Considere o trifélio da figura dada.
Seu grupo fundamental €:

- X
N 1

G = (u,v | uvu = vuwv)

Note que o grupo de permutacoes Fs € 1S0-
morfo ao grupo fundamental G. Logo, o trifdlio
nao pode ser equivalente ao no trivial, pois G
nao € abeliano.

Conclusao

O estudo de teoria de nOs nos leva a procu-
rarmos métodos de se avaliar a equivaléncia en-
tre n0s. Assim, apesar de o grupo fundamen-
tal de um nd nao ser muito eficiente quando
queremos mostrar equivaléncia entre dois nos,
ele € aplicacdo pratica do teorema de Seifert-
vanKampen. Além disso, o teorema de Fary-
Milnor nos contempla com uma caracteristica
geometrica global de um no.
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