
A semiderivada e sua aplicação em sı́smica
Jorge de Souza Simão Jörg Schleicher

(Aluno) (Orientador)
Universidade Estadual de Campinas (Unicamp)

INCT-GP

Resumo.
Estamos familiarizados com as derivadas or-
dinárias, isto é, de ordens inteiras. Seja
uma função f (x) contı́nua qualquer. Uma das
notações para suas derivadas ordinárias é:

D[f (x)], D2[f (x)], D3[f (x)],

e assim sucessivamente. Estamos familia-
rizados com as propriedades lineares das de-
rivadas, ou seja:

D[αf(x) + βg(x)] = αD[f (x)] + βD[g(x)],

onde α e β são constantes.
Uma possibilidade seria também utilizar
ı́ndices de valores não inteiros para a derivada
de uma função. Qual seria o significado para
uma expressão do tipo:

D1/2f (x), ou D
√

2f (x)?

Embora não encontremos tais notações do
tipo “derivada de ordem 1/2”, em livros de
Cálculo, tais idéias já eram discutidas no
século XVIII por Leibnitz. Atualmente, existe
uma vasta literatura que discute tal assun-
to, uma área denominada “cálculo fracionário”.
Também, veremos que derivadas não inteiras
surgem naturalmente no estudo da transforma-
da de Fourier.

Derivada fracionária de uma função.
•Derivada da função exponencial, quando n é

natural:

Dneax = aneax.

•Pergunta: E se n for não natural? Será que
existe uma meia derivada, i.e., uma derivada
de ordem 1/2?

•De fato, é possı́vel generalizar a definição da
derivada.

•A expressão geral para a derivada fraci-
onária, de ordem α, de uma função f (x) é:

Dαf (x) =
1

Γ(−α)

∫ x

0

f (t)dt

(x − t)α+1
.

•Quando α > −1, há um problema, porque
quando t → x, x − t → 0.

•A integral diverge para todo α ≥ 0, mas con-
verge para −1 < α < 0.

•A escolha para o limite inferior ser zero é arbi-
trária, apenas para simplificações algébricas.

•De fato, o resultado da integral acima depen-
de do valor b do limite de integração inferior.

•Denota-se a derivada fracionária de ordem α

de uma função f (x) usando o sı́mbolo

bD
α
xf (x) =

1

Γ(−α)

∫ x

b

f (t)dt

(x − t)α+1
.

• É importante observar que derivadas fraci-
onárias envolvem integração e essas envol-
vem limites. Portanto, quando se fala de de-
rivada fracionária, deve-se dizer qual o inter-
valo que se está trabalhando.

•Com esta definição, é possı́vel abordar a
questão da meia derivada.

Derivada de ordem 1
2.

•Agora podemos estabelecer a expressão da
derivada de ordem 1

2. Com α = 1
2:

bD
1
2
xf (x) =

1

Γ
(

−1
2

)

∫ x

b

f (t)dt

(x − t)
1
2+1

.

Mas Γ(−1
2) = −2

√
π. Portanto:

bD
1
2
xf (x) =

1

−2
√

π

∫ x

b

f (t)dt

(x − t)
3
2

.

Ou:
bD

1
2
xf (x) =

d

dx





1
√

π

∫ x

b

f (t)dt

(x − t)
1
2



 .

Transformada de Fourier (TF)
•Também é possı́vel definir a derivada fracio-

nária por Transformada de Fourier.

Definição da TF

•Seja f = f (x): IR → IR.
•Denominaremos a TF com a letra Φ.
•Aplicação da TF, no espaço ξ, à função f (x),

resulta em F = F (ξ) : IR → C.

•F (ξ) = Φ(f (x)). Diagrama: f (x)
Φ7−→ F (ξ)

•Definição: Seja f = f (x): IR → IR uma
função integrável e absolutamente integrável
em (−∞,∞). Então, a transformada de Fou-
rier de f (x), Φ[f (x)] = F (ξ): IR → C tal que
Φ[f (x)]=F (ξ), existe e é:

F (ξ) = Φ[f (x)] =
1√
2π

∫ ∞

−∞
f (x)e−iξxdx

Propriedades da TF

1. Linearidade. Essa propriedade decorre da li-
nearidade da integral. Seja f = f (x): IR →
IR, g = g(x): IR → IR, e α, β ∈ IR. Assim:

Φ[αf(x)+βg(x)] =
1√
2π

∫ ∞

−∞
[αf(x)+βg(x)]e−iξxdx

= αF (ξ)+βG(ξ)

2. Inversa Φ−1: Se F (ξ) = Φ[f (x)], então f (x) =

Φ−1[F (ξ)]. Ou seja: f (x)
Φ7−→ F (ξ)

Φ−1

7−→ f (x)

Expressão:

f (x) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
F (ξ)eiξ(x)dξ

3. Translação: Seja x, a ∈ IR. Então:

Φ[f (x + a)] = Φ[f (x)]eiξa = F (ξ)eiξa.

Demonstração: Aplicação de Φ−1 a F (ξ)eiξa

resulta em f (x + a).
4. Derivada. Ao aplicar Φ na derivada primeira,

f ′(x), de f (x), obtém-se:

Φ[f ′(x)] = iξΦ[f (x)] = iξF (ξ).

Demonstração: Integração por partes da TF
de f ′(x).

TF da n-ésima derivada

•A partir da última propriedade, podemos cal-
cular a transformada da derivada de ordem n

de f (x). Por indução matemática, tem-se:

Φ[f (n)(x)] =
1√
2π

∫ ∞

−∞
f (n)(x)e−iξxdx

= (iξ)n
1√
2π

∫ ∞

−∞
f (x)e−iξxdx

= (iξ)nF (ξ).

Exemplo de aplicação

•Com as propriedades acima, podemos resol-
ver a equação diferencial:

y′′+y′+y=f (x)
Φ7−→ (iξ)2Y (ξ)+iξY (ξ)+Y (ξ)=F (ξ)

•Então o problema de se resolver uma
equação diferencial no espaço-x se transfor-
ma num problema algébrico no espaço-ξ. Na
expressão encontramos:

Y (ξ) =
F (ξ)

−ξ2 + iξ + 1
.

•Portanto, aplicando Φ−1 em Y (ξ) obtemos a
solução y(x) para a equação diferencial aci-
ma. Essa é uma aplicação útil da transforma-
da de Fourier.

TF e derivada fracionária
•Temos a expressão da transformada da n-

ésima derivada de f (x) para qualquer n ∈ IN.
•Daı́, surge uma indagação: Será essa ex-

pressão válida para um expoente α, α ∈ IR?
•Se supormos que é válida, então, por in-

versão (propriedade 2):

f (α)(x) =
1

2π

∫ ∞

−∞
(iξ)α

[
∫ ∞

−∞
f (x)e−iξxdx

]

eiξxdξ.

•Assim:
Φ[f (α)] = (iξ)αF (ξ)

•A expressão da α-ésima derivada (α ∈ IR) é
extensão da n-ésima derivada (n ∈ IN).

Conclusão
Como vimos, é perfeitamente possı́vel esten-
der a definição da n-ésima derivada de uma
função de números n naturais para reais. Esta
extensão é especialmente simples no domı́nio
de Fourier, onde a derivada de ordem α ∈ IR

corresponde a uma multiplicação pela α-ésima
potência do produto da unidade imaginária ve-
zes a variável associada. No domı́nio original
da função, a definição da derivada fracionária
envolve algumas dificuldades a mais e neces-
sita de uma integral e da função Γ. Importan-
te é observar que em correspondência a inte-
grais, mas diferentemente das derivadas natu-
rais, necessita-se do limitante inferior do ope-
rador para uma definição consistente.
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