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Introducao

O Teorema de Baire € um resultado da Topologia Geral que tornou-se uma
ferramenta em diversas areas da Matematica, devido ao seu grande numero de
consequéncias. Em especial, na Analise Funcional, importantes resultados na
teoria dos espacos de Banach sao obtidos deste teorema, como o principio da
limitacao uniforme, o teorema da aplicacao aberta e o teorema do grafico fe-
chado. Neste projeto, estudamos a teoria basica dos espacos métricos € uma
introdugao a Topologia Geral e assim demonstramos o teorema de Baire € ana-
lisamos algumas de suas aplicacoes, em especial, a existéncia de uma fungao
continua nao derivavel em ponto algum.

Conceitos Basicos

Definicao 1. Um subconjunto S de um espago topologico X é dito magro se S é

uma reunido enumerdvel, i.e., S = | J _~Sn, tal que para cadan € N, S = 0.

neN

Definicao 2. Dizemos que B é um espaco de Baire em um espaco topologico X
se todo subconjunto magro de B tem interior vazio.

Definicao 3. Dizemos que um espagco métrico M é completo se toda sequéncia
de Cauchy converge em M.

Teorema 1. (Teorema de Baire) Todo espaco métrico completo é um espago de
Baire.

Teorema 2. O conjunto das funcoes f € Cla, b] que ndo possuem derivada em
ponto algum de |a, b] é um subconjunto denso de C'|a, b).

Proposicao 3.Sea < x <be f :|a,b| > R éderivivelemxea < o, < x <
B,<b¥VneN, a, — xeB, =z entdo:
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Proposicao 4. (Critério M de Weierstrass) Seja sup,.p |up(x)| < My, k € N,
e se > ., My converge. Entdo > ,_, ux(x) converge uniformemente em E.

Teorema 5.Se¢ > f,(x) converge uniformemente para f : E — R em E e
fn € continua em a € E para cadan € N, entdo f é continua em a.

Aplicacao

Exemplo de uma fun¢ao nao derivavel em ponto algum. Defina:

rse<zx<l1
gb(x)_{Q—xselngQ (1)

Estenda a defini¢do de ¢ para a reta real, e para isso faga ¢p(x) = ¢p(x+2), Va €
R.

Defina agora:

=3 (3) otew 2
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Figura 1: Grafico da funcao ¢
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P (2) ¢(4"x) € uma série convergente pelo critério de comparagio, e por-

tanto esta bem definida.
Além disso, pelo critério M de Weierstrass, a série converge uniformemente.

Deste modo f(x) = > (%)n ¢(4"x) € continua em R, pois cada termo da

série € uma fun¢ao continua.

Fixex € Rem € Z., entdo existe k tal que £ < 4"z < k£ 4+ 1, deste modo,
defina:

k k1

QG = Om A (3)

Segue que: | f(Bn) — flam)| >3 ()"

Como 3, — a,, = 47, vem:

5772 — Qupy 2
Note que o, < x < B, € B, — @y, — 0
Pela proposicao 3, se f € derivavel em = temos que:
m—oo 3, —

Mas pela inequacao (4) temos que o limite esquerdo € infinito, 0 que gera em
absurdo, logo f nao € diferenciavel em z.

Como z foi fixado arbitrariamente, f nao € diferenciavel em ponto algum.
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