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Introducao

O estudo da teoria de representacoes comecou em 1896 com o trabalho do matematico alemao F. G. Frobenius. Atualmente esta area de pesquisa possul importantes
aplicacoes, desde teoria dos numeros € geometria até€ redes de comunicacoes € mecanica quantica. Iniciamos o estudo dirigido com uma introducio a teoria basica de
estruturas algébricas (grupos, anéis, corpos, etc.) e apos a aquisicao dos conceitos necessarios estudamos a teoria basica de representacoes de algebras, com €nfase em
grupos finitos. Os principais resultados estudados foram o lema de Schur, o teorema de Maschke e o cdlculo de tabelas de caracteres para alguns grupos.

Conceitos Fundamentais em Representacoes

Definicao 1. A caracteristica de um corpo IF é o menor n € N tal
que n.1 = 0. Se tal n ndo existe entdo a caracteristica de ¥ é 0.
Aqui, I¥ tera sempre caracteristica Q.

Definicao 2. Uma F-dlgebra associativa com identidade é um espago

vetorial A com uma operacdo bindria (multiplicacdo) = bilinear tal
que:

i)ax(bxc)=(axb)xc Va,b,c € A;

ii)dl e Atalque 1l xa=ax1=a, Va € A.

Exemplo 3. A digebra F|G| de um grupo G (com operagcdo *) é o
conjunto formado pelas combinagoes lineares de elementos de G
com coeficientes em If, i.e,

FIG] ={ Z agg,ag € I}
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(se G é infinito, ag # 0 somente para um numero finito de elemen-
tos), onde o produto é dado por

Z agg | * Z brh | = Z (agbh) g xh.
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Definicao 4. Uma representacdo de uma dlgebra A em um espaco
vetorial V' é um homomorfismo de dlgebras p : A — EndV'.

Exemplo 5. Uma representacdo de A = F|G| em um espago veto-
rial V' é o mesmo que uma representacdo de G, i.e, um homomor-
fismo p: A — Aut(V), onde Aut(V) = GL(V) denota o grupo
de operadores lineares invertiveis de V.

Definicao 6. Uma subrepresentacdo de uma representacdo V' é um
subespaco W C 'V, p(A) —invariante, i.e, invariante sob todos os
operadores p(a): V — V a € A.

Definicao 7. Uma representacdo p # 0 de A em V' ¢é irredutivel (ou
simples) se as unicas subrepresentagcoes de V' sdo (O e V.

Definicao 8. Sejam p| e ps duas representacoes de uma dlgebra A
em V1 e Vo, respectivamente. Um homomorfismo de representacoes
o : Vi — Vo é um operador linear que comuta com p, i.e.,
o(pla)v) = pla)ov, para todov € Vi e a € A.

Proposicao 9. (Lema de Schur) Sejam p e py representacoes de
uma dlgebra A em Vi e Vo, respectivamente. Seja ¢ - V| — Vo um
homomorfismo de representacoes ndo nulo. Entdo:

i) Se py é irredutivel, ¢ é injetivo.

ii) Se po é irredutivel, ¢ é sobrejetivo.

Demonstracd@o: 1) ker(¢) € uma subrepresentagao de p;. Como
¢ #* (0, esta representacao nao pode ser p;. Entdao, como pj €
irredutivel, temos que ker(¢) = 0. Logo, ¢ € injetivo.

ii) Im(¢) € uma subrepresentacdo de py. Como ¢ # 0, esta
representacdo nao pode ser 0. Entdo, como py € irredutivel,
temos que I'm(¢) = V5. Logo, ¢ é sobrejetivo.
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Corolario 10. Seja p uma representacdo irredutivel de dimensdo
finita de uma dlgebra A sobre um corpo algebricamente fechado F,
e seja ¢ : V. — V um homomorfismo de representacoes. Entdo

¢ = \-Idparaalgum \ € I,

Corolario 11. Seja A uma dlgebra comutativa. Entdo toda
representacdo de dimensdo finita irredutivel p de A é 1-dimensional.

Demonstracdo: Seja p uma representacao irredutivel de A em V.
Para todo elemento a € A, o operador p(a) : V — V € um
homomorfismo de representacdes, i.e., p(av) = ap(v), Vv € V.
De fato,

pla)p(b)v = p(ab)v = p(ba)v = p(b)p(a)v.

Entao, pelo lema de Schur, p(a) € um operador escalar para qualquer
a € A. Dai, todo subespaco de V' é uma subrepresentacao. Mas p €
irredutivel, entdo 0 e V' sdao os unicos subespacos de V. Isto implica

que dim V = 1. []

Definicao 12. Uma representacdo p de uma dlgebra A em V é dita
decomponivel se p pode ser escrita como uma soma direta de
subrepresentacoes ndo nulas. Caso contrdrio, p é dita indecom-
ponivel. Observe que irredutivel implica indecomponivel.

Teorema 13. (Krull-Schmidt) Qualquer representagdo de dimensdo
finita de A pode ser decomposta de forma tinica (a menos de iso-
morfismo e ordem das parcelas) em uma soma direta de representa-
coes indecomponiveis.

Teorema 14. (Maschke) Sejam V' uma representacdo de um grupo
G. Se W ¢é uma subrepresentacdo de V, entdo existe uma
subrepresentacdo W' de V tal que V =W o W',

Corolario 15. Seja V' uma representacdo de um grupo G. Entdo,
V =@ W,, onde W, é uma representacdo irredutivel.

Caracteres

Definicao 16. Seja A uma dlgebra e p uma representacdo de di-
mensdo finita de A em V. Entdo o caracter de V' é o funcional
linear: x,: A — F dado por: x,(a) = Tr(p(a))

Teorema 17. Caracteres de representacoes irredutiveis de dimensdo
finita (ndo isomorfas) de A sdo linearmente independentes.

Proposicao 18. Toda representacdo de G é determinada pelo seu
caracter se ¥ possui caracteristica 0. Mais precisamente,
Xpv = Xpw implica V' isomorfo a W.

Proposicao 19. Dados Ve W espacos vetoriais, seja V@ W seu
produto tensorial. Sejam py, e pyy representacoes de um grupo G

em V e W, respectivamente. Entdo, py gy € uma representagdo
emV QX W, onde

pvew(g) =pvig) @ pw(g), g€ G

Portanto,
Xpven(9) = Xpr(9)Xpow(9), 9 € G

Definicao 20. Seja G um grupo e a € G. Entdo o conjunto
Cla) = {zaz™ : 2 € G} é a clase de conjugacdo de a.

Observe que o valor de x ,(g) depende apenas da classe de conjuga-
cdo de g, pois xp(zgr™") = xp(g)

Lema 21. O niimero de representagoes irredutiveis ndo isomorfas
de um grupo finito GG é igual ao niimero de classes de conjugagdo de
G. E se V; sdo todas as representacoes irredutiveis ndo isomorfas

de G, entdo
G = dim(V;)?

Os caracteres de todas as representacoes irredutivels nao 1somorfas
de um grupo finito podem ser arranjados em uma tabela com as clas-
ses de conjugacao como as colunas e os caracteres como as linhas.
Mais precisamente, a primeira linha na tabela contém os represen-
tantes das classes de conjugacao, a segunda o numero de elementos
em cada classe e as demais os valores dos caracteres em cada classe
de conjugacao.

A tabela de caracteres na maioria dos casos contém informacgoes su-
ficientes para identificar o seu grupo. Entretanto, existem casos de
grupos nao 1somorfos mas que possuem a mesma tabela de caracte-
res, como € o caso do grupo dos quatérions (()g, definido abaixo) e
do grupo de simetrias do quadrado (ou grupo diedral, D,).

Exemplo 22. Seja Qs = {+1, i, +j, £k} o grupo dos quatérnions,
definido pelas relacoes:

i =jk=—kj, j=Fki=—ik, k=1ij = —ji, —1=1i*=j =k’

As cinco classes de conjugagado sao {1}, {—1},{xi}, {£5}, {£k},
entdo existem cinco representacoes irredutiveis ndo isomorfas. Como
a soma dos quadrados das dimensoes deve ser 8, uma delas terd di-
mensdo 2 e as demais dimensdo 1.

Sua tabela de caracteres é

®
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o) =(20) = (o

Estas sao as matrizes de Pauli, que surgem em mecanica quantica.
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