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Introducao

Bilhares dinamicos sao sistemas correspondentes a0 movimento 1ner-
cial de uma massa pontual numa dada regiao que possul uma por¢ao suave
na fronteira, onde as colisoes elasticas sao realizadas e é valida a Lei1 de
Snell. Os modelos de bilhares sao sistemas hamiltonianos com potencial
V' (q) dado pela forma:
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Neste trabalho estudamos os bilhares no contexto da mecanica quantica
e abordamos a formula¢cao matematica do problema, expondo a equacao
de Schrodinger independente do tempo no dominio 1" do bilhar. Revisamos
também os artigos referentes a chamada conjectura de Percival [1, 2].

Bilhares quanticos

Na mecanica quantica, o estado de uma particula € especificado por
uma func¢ao de onda, uma vez que nao ha mais o conceito de trajetoria,
devido ao principio da incerteza de Heinsenberg. No contexto dos bilhares
quanticos, faz-se necessario encontrar solucoes da equacao de Schrodinger
no dominio da mesa de bilhar; para 1sso, basta determinar seus autovalores
¢ autovetores.

A equacdo de Schrodinger independente do tempo pode ser escrita
COmo segue:

v2¢n(q) =—-E,0n(q), qeT
on(q) = 0, q e or,

onde adotamos /i = 2m = 1 e V* é o operador Laplaciano.

(1)

Escrevemos a probabilidade de se encontrar particula no interior de um
dado dominio D C [' como:

/D 6(q)da. )

De forma geral, resolver a equacao (1) analiticamente € complicado;
quando 1sso nao € possivel, buscam-se métodos numéricos, a fim de cal-
cular os autovalores e autovetores através de simulagcdées computacionais.

Conjectura de Percival

No limite semiclassico, o espectro de energia quantico de um sistema
dinamico de NV graus de liberdade apresenta duas regides cujas proprie-
dades sao extremamente opostas: uma parte € regular enquanto a outra €
caotica. Este fato fo1 conjecturado por Percival, em 1973 [1]. Diz-se que
tal sistema, a nivel classico, exibe dinAmica mista: regides regulares do-
minadas por toros e regioes caoticas; ambas coexistem no espaco de fase
do sistema (fig. 1).
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Figura 1: Secao de Poincaré de um bilhar de Bunimovich (cogumelo). As linhas verticais tracejadas
mostram a localiza¢ao dos “cantos”. As linhas pretas mostram a borda do espago de fase integravel; para
g = 2, temos a menor caustica possivel para um espaco de fase integravel. As demais linhas, localizadas
na regiao integravel, referem-se a familia de orbitas definida pelo momento angular constante. [2]
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Na referéncia [2], a conjectura de Percival foi verificada com bastante
precisao (1,7 %). Para 1sso, fo1 proposto um modelo de dindmica de tune-
lamento que prediz bem os componentes caoticos de modos predominan-
temente regulares. Este mesmo modelo explica também as superposi¢coes
das densidades dos modos proporcionais a E~/3, (F autovalor), condi-
zente ao proposto em [1].

A figura abaixo 1lustra os 20 primeiros modos impares para o bilhar de
Bunimovich, realizados através das simula¢cdes computacionais com base
no modelo proposto.

—

Figura 2: Os primeiros 20 modos impares de um bilhar cogumelo. [2]

Na fig. 2, a conjectura de Percival € valida: as simulagcdoes mostram
tanto os modos regulares quanto os caoticos, mas nao uma mistura deles.
Em seguida, o problema foi estudado estatisticamente: para 1Sso, propuse-
ram uma func¢ao que indica as regioes regulares das irregulares; as analises
numéricas mostraram com grande precisao que os autovalores sao propor-
cionais a £~1/3, validando a conjectura.

Conclusoes

Estudamos os bilhares no contexto da mecanica quantica e calculamos
a equacao de Schrodinger para os casos mais simples (bilhar retangular
e circular). Revisamos os artigos [1, 2] a fim de estudar a conjectura de
Percival e expusemos, a partir de [2], os resultados que a validam.
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