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Introdução

A definição de sistemas de raı́zes é bastante elementar, apenas um conjunto de vetores de um espaço euclidiano satisfazendo algumas propriedades. Entretanto, tal estrutura é fundamental
na classificação de estruturas muito mais ricas. Neste trabalho vamos classificar as álgebras de Lie semissimples sobre C e representações de quivers de tipo finito utilizando essa
ferramenta.

Sistemas de Raı́zes
Definição 1. Seja E um espaço euclidiano de dimensão n.
Um subconjunto Φ ⊂ E\{0} é um sistema de raı́zes se:

i) Φ é finito e gera E;

ii) Se α ∈ Φ, os únicos múltiplos de α ∈ Φ são c = ±α;

iii) Se σα : E → E, σα(λ) = λ− 2(λ,α)
(α,α)α, então σα(β) ∈ Φ,

∀ α, β ∈ Φ;

iv) Se α, β ∈ Φ, então 2(β,α)
(α,α) ∈ Z.

Definição 2. Um subconjunto ∆ de Φ é dito uma base se:

i) ∆ é base de E;

ii) Cada raiz β pode ser escrita como β =
∑
α∈∆

kαα, com

kα ∈ Z+,∀ α ∈ ∆ (β é positiva) ou kα ∈ Z−,∀ α ∈ ∆
(β é negativa).

As raı́zes em ∆ são ditas simples.

Definição 3. Uma matriz A = (aij)n×n é dita uma matriz
de Cartan se:

i) aii = 2;

ii) aij ∈ Z≤0, se i 6= j;

iii) aij = 0, se e somente se aji = 0;

iv) aijaji ≤ 3, se i 6= j.

Proposição 4. Dada uma base ∆, fixe uma ordem nas
raı́zes {α1, . . . , αn}. Defina

aij = 2
(αi, αj)

(αj, αj)
.

A matriz cujas entradas são os inteiros aij é uma matriz de
Cartan (Matriz de Cartan de Φ).

Pode-se provar que a base ∆ é única, a menos de transforma-
ção ortogonal. Assim, a matriz de Cartan determina Φ, a
menos de isomorfismo.

Definição 5. Sejam ∆ ⊂ Φ uma base e A sua matriz de
Cartan. O diagrama de Dynkin de Φ é um grafo construı́do
como:

i) Para cada αi ∈ ∆ construa um vértice.

ii) Entre cada par de raı́zes αi, αj desenhe aijaji arestas.

iii) Se aijaji > 1 e | aij |>| aji |, desenhe uma seta apon-
tando para αj.

Exemplo 6. Considere o sistema de raı́zes

Φ = {±(1, 0),±(0, 1),±(2, 1),±(3, 2),±(1, 1),±(3, 1)}

Matriz de Cartan:
(

2 −3
−1 2

)
Diagrama de Dynkin G2:

Definição 7. Um sistema de raı́zes Φ é irredutı́vel se o seu
diagrama de Dynkin é conexo; Caso contrário, Φ é re-
dutı́vel.

Proposição 8. Seja E um espaço euclidiano e Φ um sis-
tema de raı́zes. Então E se decompõe, de maneira única,
como E = E1 ⊕ . . .⊕ En, com Ei ortogonal a Ej, (i 6= j)
e Φ = Φ1 t . . . t Φn, onde Φi é irredutı́vel.

Os diagramas de Dynkin de Φ1, . . . ,Φn são as componen-
tes conexas do diagrama de Φ. Assim, basta classificar os
diagramas conexos e daı́ obtêm-se todos os diagramas de
Dynkin possı́veis de um sistema de raı́zes.

Teorema 9. (Classificação de diagramas de Dynkin) Seja
Φ um sistema irredutı́vel de raı́zes. Então, seu diagrama
de Dynkin é um dos seguintes:

Álgebras de Lie
Todas as álgebras de Lie aqui consideradas serão sobre C.

Definição 10. Uma álgebra de Lie (complexa) é um espaço ve-
torial g sobre C munido de uma operação binária
[−,−] : g× g→ g que satisfaz:

i) [−,−] é bilinear;

ii) [x, x] = 0, ∀ x ∈ g;

iii) [x, [y, z]] + [z, [x, y]] + [y, [z, x]] = 0, ∀ x, y, z ∈ g.

Definição 11. Seja h um subespaço de g. Então h é dito um
ideal de g se [h, g] ⊆ h

Definição 12. Uma álgebra de Lie g é dita simples, se g possui
apenas dois ideais, g e 0, e dim(g) > 1. E semissimples se

g =

n⊕
i=1

gi, gi simples e [gi, gj] = 0,∀i 6= j.

Definição 13. A aplicação ad(x) : g −→ g, definida por
ad(x)y = [x, y], é chamada adjunta de x,∀x ∈ g.

Teorema 14. Seja g semissimples. Então existe subálgebra h
de g tal que:

i) ad(x) é diagonalizável ∀x ∈ h (h é toral).

ii) Se h′ é subálgebra satisfazendo i) e h ⊆ h′, então
h = h′ (h é maximal).

Agora, fixe uma subálgebra h como acima, e dado µ ∈ h∗,
defina gµ = {x ∈ g : ad(h)(x) = µ(h)x,∀h ∈ h}. Assim,
temos a seguinte decomposição:

Teorema 15.
g = h⊕

⊕
α∈Φ

gα

e Φ = {α ∈ h∗\{0} | gα 6= 0} é chamado de sistema de raı́zes
de g associado a h.

Definição 16. A forma k(−,−) : g × g −→ C, definida por
k(x, y) = tr(ad(x)ad(y)), é chamada de forma de Killing.

A forma de Killing é bilinear, simétrica e, se restrita à h, é não
degenerada. Assim, podemos identificar h com h∗ (α ∈ h∗

com o único tα ∈ h, tal que α(h) = k(tα, h), ∀ h ∈ h).
Definimos então uma forma em h∗ dada por (α, β) = k(tα, tβ).

Teorema 17. Considere o espaço EQ gerado pelo sistema de
raı́zes Φ sobre Q.

i) (−,−) é um produto interno em EQ;

ii) O espaço E = R ⊗Q EQ, com o produto interno induzido
por (−,−), é um espaço euclidiano;

iii) Φ é um sistema de raı́zes em E no sentido da Definição 1.

Teorema 18. (Classificação de álgebras de Lie semissimples.)

i) Seja g uma álgebra de Lie e sejam h1 e h2 subálgebras ma-
ximais torais com sistemas de raı́zes Φ1 e Φ2 . Então, os dia-
gramas de Dynkin correspondentes a Φ1 e Φ2 são iguais.

ii) Duas álgebras de Lie são isomorfas, se e somente se seus
diagramas de Dynkin são iguais.

iii) O diagrama de Dynkin de g é conexo, se e somente se g é
simples.

iv) Se g é semissimples e g =
⊕

gi, com gi simples. Então, o
diagrama de Dynkin de g é a união dos diagramas de gi.

Teorema 19. (Serre) Fixe um sistema de raı́zes Φ, com base
∆ = {α1, . . . , αl}. Seja g a álgebra de Lie sobre C dada por
geradores x+

i , x
−
i , hi, 1 ≤ i ≤ l e relações:

i) [hi, hj] = 0;

ii) [x+
i , x

−
j ] = δijhj;

iii) [hi, x
±
j ] = ±ajix±j , (aji como na Proposição 4);

iv) (ad(x±i ))(1−aji)(x±j )=0 se i 6= j.

Então, g é uma álgebra de Lie semissimples de dimensão fi-
nita e o subespaço h gerado pelos hi é uma subálgebra toral
maximal com sistema de raı́zes isomorfo a Φ.

Quivers
Definição 20. Um quiver é um grafo finito orientado. Em
outras palavras, um quiver Q é um par (Q0, Q1), onde Q0 é
um conjunto finito de vértices e Q1 é um conjunto finito de
flechas entre seus vértices, juntamente com duas operações
α e ω definidas em Q1 da seguinte forma:

Se f é uma flecha do vértice v1 para o vértice v2, α(f ) = v1

e ω(f ) = v2.

Definição 21. Uma representação V = (Vi, Tk) de um
quiver Q = (Q0, Q1) é uma famı́lia de espaços vetoriais
Vi, com i ∈ Q0, e uma famı́lia de transformações lineares
Tk : Vα(k) −→ Vω(k), com k ∈ Q1.

Uma representação é de dimensão finita, se todos os Vi’s
são de dimensão finita. Neste caso, definimos o vetor
dimensão de V por dV = (dimVi)i∈Q0

∈ ZQ0

Definição 22. A soma direta de duas representações
V = (Vi, Tk) e W = (Wi, Sk) é a representação
V ⊕W= (Vi ⊕Wi, Tk ⊕ Sk).
Definição 23. Uma representação V de um quiver Q é dita
indecomponı́vel, se V não é soma direta de representações
não triviais.

Um quiver Q é de tipo finito, se Q possui um número fi-
nito de classes de isomorfismo de representações indecom-
ponı́veis.

Teorema 24. (Teorema de Gabriel, Parte 1) Um quiver Q é
de tipo finito, se e somente se o grafo associado a Q (i.e.,
o quiver sem direções) é um diagrama de Dynkin de tipo
ADE.

Seja Q um quiver de tipo ADE com n vértices e seja AQ

a respectiva matriz de Cartan. Defina em Rn um produto
interno dado por

B(x, y) = xTAQy.

Um vetor x em Zn ⊆ Rn é dito uma raiz, se B(x, x) = 2.

Proposição 25. O conjunto Φ de todas as raı́zes em Zn é um
sistema de raı́zes no sentido da Definição 1. Além disso,
a base canônica ∆ = {e1, . . . , en} de Rn é uma base no
sentido da Definição 2.

Teorema 26. (Teorema de Gabriel, Parte 2) O vetor di-
mensão de qualquer representação indecomponı́vel de Q
é uma raiz positiva (rel. a ∆) e, para qualquer raiz posi-
tiva α, existe uma representação indecomponı́vel de Q com
vetor dimensão α.

Conclusão
Pelo Teorema 18 e Teorema 19 mostramos que existe bije-
ção entre as classes de isomorfismo de álgebras de Lie sim-
ples e os diagramas de Dynkin do Teorema 9. No caso dos
quivers, o Teorema de Gabriel fornece uma bijeção en-
tre os quivers de tipo finito e os diagramas ADE e também
entre os vetores dimensão e as raı́zes positivas.

Na Definição 3, se desconsiderarmos o item iv, obtemos
uma Matriz de Cartan Generalizada - MCG. Seja C uma
MCG, se existe uma matriz diagonal com entradas inteiras
S tal que SC é simétrica, dizemos que C é simetrizável.
Neste caso, utilizando os geradores e relações do Teorema
19, podemos construir uma nova estrutura, chamada de
álgebra de Kac-Moody (possivelmente de dimensão infi-
nita) e intimamente relacionada com fı́sica teórica, em par-
ticular com teoria conforme de campos.

A continuação deste trabalho será estudar representações
de álgebras de Kac-Moody.
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